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Sazˇetak
U ovom radu su koriˇstene Krajcarova metoda, Merianova formula, Welc-
hov spektar gustoc´e snage i klizni spektar da bi se iz mjerenih vertikalnih
profila temperature s nepoznate tocˇke na Prosˇc´anskom jezeru i modelira-
nih temperatura Prosˇc´anskog jezera odredio period unutarnjih stojnih valova
Prosˇc´anskog jezera. Slicˇan je postupak primijenjen na oba seta podataka te
su naknadno rezultati medusobno usporedeni. Dobiven je period unutarnjih
stojnih valova u rasponu od 6.4 do 8.9 sati. Na temelju prijasˇnjih istrazˇivanja,
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Plitvicˇka jezera su najstariji i najvec´i nacionalni park Republike Hrvatske. Park je
smjesˇten u Gorskoj Hrvatskoj, izmedu planinskog lanca Male Kapele na zapadu i
sjeverozapadu i Licˇke Pljesˇivice na jugoistoku. Dana 8. travnja 1949. godine je
proglasˇen prvim nacionalnim parkom Republike Hrvatske. Proces osedravanja, kojim
se formiraju sedrene barijere i stvaraju jezera, predstavlja jedinstvenu univerzalnu
vrijednost zbog koje su Plitvicˇka jezera dobila medunarodno priznanje 26. listopada
1979. godine, upisom na UNESCO-vu Listu svjetske basˇtine.
Park je najvec´im dijelom prekriven sˇumskom vegetacijom, manji dio travnjacima,
a turisticˇki najzanimljiviji i najatraktivniji dio Parka – jezera, zauzimaju tek nesˇto
manje od 1 % povrsˇine Parka. Jezerski sustav cˇini 16 imenovanih i nekoliko manjih,
kaskadno poredanih jezera. Zbog geolosˇke podloge i karakteristicˇnih hidrogeolosˇkih
uvjeta, jezerski je sustav podijeljen na Gornja i Donja jezera. Prosˇc´ansko jezero, Cigi-
novac, Okrugljak, Batinovac, Veliko jezero, Malo jezero, Vir, Galovac, Milino jezero,
Gradinsko jezero, Burgeti i Kozjak dvanaest su jezera koja cˇine Gornja jezera, formi-
rana na nepropusnim dolomitima. Gornja jezera su prostranija, razvedenija i blazˇih
obala u odnosu na Donja jezera. Donja jezera, koja cˇine jezera Milanovac, Gavano-
vac, Kaluderovac i Novakovic´a Brod, nastala su u propusnoj vapnenacˇkoj podlozi te
su usjecˇena u uski kanjon strmih padina. Jezera zavrsˇavaju impozantnim slapovima
Sastavcima, podno kojih pocˇinje tok rijeke Korane.
Rana istrazˇivanja Plitvicˇkih jezera su bila dosta skromna i vec´inom su to bila
opisna i putopisna djela. Prvo opsezˇno znanstveno istrazˇivanje 1919. godine na-
pravio je Gavazzi (Gavazzi, 1919). On je proucˇavao razna svojstva jezera - vodostaj,
povrsˇinu, dubinu, temperaturu i kemijski sastav. Gavazzijev rad se smatra prvim cje-
lovitim limnolosˇkim istrazˇivanjem ne samo Plitvicˇkih jezera, vec´ i u Hrvatskoj. Za
moj rad su bili bitni njegovi rezultati o periodima unutarnjih stojnih valova te bati-
metrija jezera koju je odredio. Gavazzi je dobio period unutarnjih stojnih valova za
Kozjak od oko 3.5 sata i amplitudu od sˇest metara.
Iduc´e bitno istrazˇivanje 1951. godine zapocˇeo je Petrik (Petrik, 1958). U sklopu
tog istrazˇivanja vodenja su hidrolosˇka, kemijska i biolosˇka mjerenja. Istrazˇivanje je
vec´inom fokusirano na biolosˇke i kemijske promjene u jezeru zbog njihove veze s
nastankom sedrenih barijera. Iz njegovog rada sam koristio batimetrijske karte.
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U Geofizicˇkom odsjeku Prirodoslovno-matematicˇkog fakulteta Sveucˇiliˇsta u Za-
grebu 2017. godine je zapocˇelo istrazˇivanje koje obuhvac´a sva Plitvicˇka jezera (Ben-
cetic´ Klaic´ i sur., 2017). To istrazˇivanje nastoji povec´ati postojec´e spoznaje o ge-
olosˇkim, hidrogeolosˇkim, hidrolosˇkim i geokemijskim obiljezˇjima sliva i jezerskih sus-
tava, modelirati fizicˇke i kemijske procese koji se dogadaju unutar jezerskog sustava
i/ili na njega utjecˇu te u konacˇnici uspostaviti plauzibilni hidrodinamicˇki model cije-
log sustava. U sklopu ovog rada sam koristio neke od rezultata dobivenih u okviru
tog istrazˇivanja.
Cilj ovog rada je bio odrediti frekvenciju unutarnjih stojnih valova iz modeliranih
i mjerenih podataka te ih usporediti s poznatim podacima iz prethodnih istrazˇivanja,
primarno s Gavazzijevim rezultatima.
Unutarnji stojni valovi su karakteristicˇni za stratificirane fluide koji nisu u rav-
notezˇi. Viˇse uzroka mozˇe dovesti do pocˇetnog poremec´aja, a najcˇesˇc´i je vjetar. Tada
sila uzgona pokusˇava vratiti cˇest fluida na njenu prvotnu lokaciju. Unutarnji stojni
valovi se mogu pronac´i u jezerima, u atmosferi i u moru. Povrsˇinski stojni valovi su
specijalan slucˇaj unutarnjih stojnih valova kada gornji fluid ima zanemarivu gustoc´u
u odnosu na donji (Bryson, 1960). Jednom kada se pojave, unutarnji stojni valovi
ovise jedino o geometriji bazena i traju dugo, dok se sva energija valova ne izgubi
zbog trenja (McGraw-Hill, 2003).
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2 Podaci i metode
Za potrebe rada sam koristio dva seta podataka – modelirane podatke za Prosˇc´ansko
jezero iz Pilot studije Prosˇc´anskog jezera (Bencetic´ Klaic´ i sur., 2017) i mjerene satne
podatke o vertikalnom profilu temperature vode s nepoznate lokacije na Prosˇc´anskom
jezeru iz 2008. godine.
Programi za obradu podataka pisani su u programskom jeziku Python 3.5 uz do-
datne pakete NumPy (za numericˇku obradu podataka) i SciPy (za dobivanje spektra
iz podataka).
Za obradu podataka koristio sam viˇse metoda. Najbitnije koriˇstene su UNESCO-
ova formula za gustoc´u morske vode, Merianova formula, Krajcarova metoda, Welc-
hova metoda za dobivanje spektra gustoc´e snage i klizni spektar.
2.1 UNESCO-ova formula za gustoc´u morske vode
Pocˇetni, neobradeni podaci dobiveni iz modela i mjerenja daju vertikalne profile tem-
peratura. Buduc´i da mi je potrebna dubina piknokline, morao sam dobiti podatke o
gustoc´i. To sam postigao tako sˇto sam sve podatke o temperaturi uvrstio u UNESCO-
ovu formulu za gustoc´u morske vode (UNESCO, 1981) uz salinitet jednak nuli. Ova
formula daje jednoznacˇnu vezu izmedu temperature i gustoc´e slatke vode:






a0 = 999.842594 kgm
−3,
a1 = 6.793953 ∗ 10−2 kgm−3 oC−1,
a2 = −9.095290 ∗ 10−3 kgm−3 oC−2,
a3 = 1.001685 ∗ 10−4 kgm−3 oC−3,
a4 = −1.120083 ∗ 10−6 kgm−3 oC−4,
a5 = 6.536332 ∗ 10−9 kgm−3 oC−5,
(2.2)
a T je temperatura (oC).
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2.2 Merianova formula
Merianova formula se koristi za izracˇun teorijskog osnovnog moda unutarnjih stojnih
valova u idealiziranom pravokutnom bazenu (npr. Gavazzi, 1919). Klasicˇna Meri-
anova formula daje period osnovnog moda povrsˇinskih stojnih valova. Periodi viˇsih
modova se dobiju kao n-ti dio perioda osnovnog moda, gdje je n broj moda. Meri-







gdje je n redni broj moda, L duljina bazena (m), g ubrzanje sile tezˇe (ms−2), a H
dubina bazena (m). Da bi se formula mogla koristiti za unutarnje stojne valove
potrebno ju je otezˇati faktorom koji ovisi o dubini piknokline te o gustoc´ama slojeva











gdje je n redni broj moda, L duljina bazena (m), g ubrzanje sile tezˇe (ms−2), ρG
gustoc´a sloja iznad piknokline (kgm−3), ρD gustoc´a sloja ispod piknokline (kgm−3),
hG debljina sloja iznad piknokline (m), a hD debljina sloja ispod piknokline (m). Ovu
verziju formule sam koristio za izracˇun perioda po Merianu. Za podatke o duljini i
dubini bazena sam uzimao brojeve iz Gavazzijevog rada - duljina bazena L=2815 m,
srednja dubina bazena H=13.2 m, iako sam kasnije modificirao duljinu bazena.
2.3 Krajcarova metoda
Krajcarova metoda se koristi za dobivanje dubine piknokline. Metoda je koriˇstena u
Krajcarovom magistarskom radu i nikada nije objavljena, ali ju je Krajcar dokumen-
tirao (Krajcar, 1993).
Krajcarova metoda se koristi za odredivanje dubine termokline, piknokline ili ha-
lokline. Ona pretpostavlja dvoslojni model jezera – jedan sloj od povrsˇine do dubine
prvog sloja, drugi od te dubine do dna bazena. Dubina diskontinuiteta se interpretira
kao termoklina, piknoklina ili haloklina, ovisno o podacima koji se koriste u metodi.
Podaci moraju biti ekvidistantni po dubini, a u slucˇaju da podatak nedostaje, mozˇe
ga se linearno interpolirati.
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Dubina piknokline se zasniva na prilagodbi (fit) empirijskih podataka vertikalnog
profila gustoc´e jezera aproksimiranog step-funkcijom pomoc´u metode najmanjih kva-
drata. Empirijski podaci se predstavljaju s N+1 diskretnih ekvidistantnih vrijednosti
gustoc´a ρi, gdje i=0 predstavlja gustoc´u povrsˇine, a i=N gustoc´u na dnu.






















Ch se mora racˇunati za svaku dubinu h i zatim se odredi h za koji je Ch najmanja. Ta
dubina se uzima kao dubina piknokline, a Ah i Bh kao gustoc´e gornjeg i donjeg sloja
dvoslojnog modela.
Ovdje valja spomenuti ogranicˇenja Krajcarove metode. Metoda koristi sume i
gleda njihov omjer. Jednostavni primjeri mogu pokazati da ova metoda nije savrsˇena.
Pretpostavio sam profil temperature koji se sastoje od dva gradijenta temperature
- jedan blagi (1oC/m), drugi strmi (3oC/m). Osmislio sam tri slucˇaja s razlicˇitim
kombinacijama ovih gradijenata te jedan sa samo jednim gradijentom. Za svaki slucˇaj
sam provjerio sˇto metoda daje za dubinu termokline (temperaturni profil) i za dubinu
piknokline (profil gustoc´e). Gustoc´a je dobivena iz UNESCO-ove formule.
U prvom primjeru (slika 2.1) sam postavio termoklinu na srednju dubinu, tako da
su debljine oba sloja jednake. Ovo odgovara slucˇaju termokline na srednjoj dubini
jezera. Iscrtkana horizontalna linija predstavlja rezultat Krajcarove metode za dani
set podataka. Vidi se da se dubine termokline i piknokline razlikuju za jedan metar.
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Slika 2.1: Krajcarova metoda primijenjena na slucˇaj termokline i piknokline na sred-
njoj dubini jezera. Iscrtkana horizontalna linija predstavlja rezultat Krajcarove me-
tode za dani set podataka.
U drugom primjeru (slika 2.2) sam postavio termoklinu na istu dubinu kao i u
prvom primjeru, ali sam povec´ao dubinu donjeg sloja znacˇajno u odnosu na prvi
primjer. Ovo odgovara slucˇaju termokline blizu povrsˇine jezera. U ovom slucˇaju
razlika izmedu dubina termokline i piknokline iznosi dva metra, a takoder valja uocˇiti
i da se rezultati ne poklapaju s prvim primjerom, iako je prijelaz gradijenata na istoj
dubini.
Slika 2.2: Krajcarova metoda primijenjena na slucˇaj termokline i piknokline blizu
povrsˇine jezera. Iscrtkana horizontalna linija predstavlja rezultat Krajcarove metode
za dani set podataka.
U trec´em slucˇaju (slika 2.3) sam postavio termoklinu blizu dna. I ovdje postoji
odstupanje od jednog metra izmedu dubina termokline i piknokline.
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Slika 2.3: Krajcarova metoda primijenjena na slucˇaj termokline i piknokline blizu
dna jezera. Iscrtkana horizontalna linija predstavlja rezultat Krajcarove metode za
dani set podataka.
Za kraj sam uzeo jezero s uniformnim gradijentom temperature i gustoc´e (slika
2.4). U ovom slucˇaju metoda postavlja termoklinu na pola dubine kod tempera-
turnog profila. Postoji odstupanje od jednog metra, ali to je zbog nelinearne veze
temperature i gustoc´e.
Slika 2.4: Krajcarova metoda primijenjena na slucˇaj termokline i piknokline za ho-
mogeno jezero. Iscrtkana horizontalna linija predstavlja rezultat Krajcarove metode
za dani set podataka.
Vidi se da metoda daje razlicˇite, iako bliske, rezultate ovisno da li uzima podatke
o temperaturi ili o gustoc´i. Takoder se vidi i da rezultat ovisi o debljini sloja iznad ili
ispod termokline. Metoda daje vec´e dubine termokline u slucˇaju kada je sloj ispod
termokline deblji nego sloj iznad termokline.
Uzeo sam i dva realna primjera za Prosˇc´ansko jezero. Svaki odgovara jednom od
ekstrema - homogenom i stratificiranom jezeru. Prvi primjer je iz zime (4. sijecˇnja
2006.), drugi je iz ljeta (15. srpnja 2006.). Oba primjera (slike 2.5 i 2.6) se odnose
na tocˇku modela s najvec´om dubinom. Metoda u oba slucˇaja daje razlicˇite vrijednosti
dubine termokline i piknokline. Vrijedi spomenuti da oba primjera, a i vec´ina ostalih
7
vertikalnih profila, imaju diskontinuitet na oko dva metra dubine. On ne utjecˇe na
rezultate metode pa nisam obrac´ao pazˇnju na njega. Moguc´e objasˇnjenje je da je on
posljedica modeliranog utjecaja rijeke Matice.
Slika 2.5: Krajcarova metoda primijenjena na zimski profil temperatura i gustoc´e.
Iscrtkana horizontalna linija predstavlja rezultat Krajcarove metode za 4. sijecˇnja
2006.
Slika 2.6: Krajcarova metoda primijenjena na ljetni profil temperatura i gustoc´e.
Iscrtkana horizontalna linija predstavlja rezultat Krajcarove metode za 15. srpnja
2006.
Metoda nije konzistentna niti kod realnih podataka. Unatocˇ ovome, koristio sam
Krajcarovu metodu za odredivanje dubine piknokline jer se njome iterativno (objek-
tivno) racˇuna dubina piknokline, a ne subjektivno, ali imao sam na umu da je ona
potencijalni izvor gresˇaka. Eventualna odstupanja od stvarne dubine piknokline c´e
biti prisutna u svim vremenskim terminima sˇto nec´e utjecati na izracˇun perioda iz
spektra, ali bi mogla utjecati na rezultate dobivene Merianovom formulom.
2.4 Welchova metoda za dobivanje spektra gustoc´e snage
Welchova metoda se koristi za odredivanje ovisnosti snage signala o frekvenciji (Welch,
1967). Ona daje gustoc´u snage na y-osi i frekvencije na x-osi. Meni nije bio potreban
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apsolutni iznos gustoc´e snage. Za dobivanje spektra gustoc´e snage (u daljnjem tek-
stu: spektar) sam koristio Pythonovu funkciju scipy.signal.welch iz dodatnog paketa
SciPy. Uz svaki spektar sam nacrtao i interval pouzdanosti od 95 % dobiven pomoc´u
χ2 razdiobe.
Ovu metodu sam koristio za odredivanje frekvencija na kojima signal ima spek-
tralne sˇiljke i njihov relativni odnos. Svaki izrazˇeni spektralni sˇiljak sam tretirao kao
signal odredenog perioda. Prilikom analize spektra sam trazˇio spektralne sˇiljke koji
su vec´i od intervala pouzdanosti, ali sam se vec´inom pouzdao u slobodnu procjenu.
2.5 Klizni spektar
Klizni spektar je statisticˇki alat koji se koristi za utvrdivanje periodicˇnosti u vremen-
skom nizu podataka ili za pronalazˇenje ovisnosti medu vremenskim nizovima. Ja sam
ovu metodu koristio za pronalazˇenje vremenskih epizoda kada su unutarnji stojni va-
lovi u jezeru bili izrazˇeni. Metodu sam primijenio na podatke o temperaturama na
odredenoj dubini prilikom obrade mjerenih podataka, dok sam za modelirane po-
datke koristio podatke o dubini piknokline dobivene Krajcarovom metodom.
Vremenski niz podataka sam rastavio na podnizove od 24 sata, pocˇevsˇi s podat-
kom za 01:00. Napravio sam spektar gustoc´e za taj podniz te sam taj spektar pridi-
jelio odgovarajuc´em datumu na x-osi. Iznosi frekvencija iz spektra su dani na y-osi.
Ponovio sam ovaj postupak za sve dane i na kraju sam primijenio klizni srednjak s
prozorom od dva dana i korakom od jednog dana. Za dobiveni set podataka sam
nacrtao konture, pri cˇemu boja konture odgovara gustoc´i snage signala za odredenu
frekvenciju i za odredeni datum.
Ova metoda mi je sluzˇila za pronalazˇenje pocˇetka i kraja epizode pojave unutar-
njih stojnih valova. Jednom kada sam odredio epizodu, izdvojio sam podatke te sam
ih obradio Welchovom metodom i iz tih rezultata sam donosio zakljucˇke.
2.6 Modelirani vertikalni profili temperature
Prvi set podataka s kojima sam radio je bio rezultat modela Semi-implicit Cross-
scale Hydroscience Integrated System Model (SCHISM) (Zhang i sur., 2016) koriˇstenog
unutar Pilot studije Prosˇc´anskog jezera. Modelom se izracˇunalo podatke za cijelo
Prosˇc´ansko jezero, no meni su dani podaci za samo jedan vertikalni presjek (slika
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2.7). To je jedan od najduljih presjeka koji prolazi kroz najdublju tocˇku jezera.
Dobivene podatke cˇini vremenski niz s korakom od jednog sata parova koordi-
nata u Hrvatskom Terestricˇkom Referentnom Sustavu za epohu 1995.55 s poprecˇnom
Mercatorovom projekcijom (HTRS96/TM) i temperatura. Horizontalne (x i y) koor-
dinate daju polozˇaj tocˇke u kojoj je model izracˇunavao temperaturu, a vertikalna
(z) koordinata odgovara dubini od povrsˇine jezera. Podaci su dani za period od 1.
sijecˇnja 2006. do 30. prosinca 2006.
Nakon obrade i sredivanja, sve podatke sam pridijelio odgovarajuc´oj od 75 tocˇaka
duzˇ presjeka. Dubine nisu bile uniformno rasporedene pa sam naknadno linearno
interpolirao podatke na skalu s korakom od jednog centimetra. Maksimalne dubine
podataka variraju od 0.75 metara do 35.74 metara, sˇto odgovara realnim dubinama
jezera. Tocˇke u kojima model racˇuna temperaturu nisu ekvidistantne pa sam i o tome
morao voditi racˇuna.
Uz modelirane podatke sam dobio i podatke o modeliranom vjetru koji je koriˇsten
kao jedan od ulaza u SCHISM model. Ove podatke cˇini vremenski niz s korakom od
jednog sata parova brzine vjetra i smjera vjetra. Valja napomenuti da su svi podaci
vezani za samo jednu tocˇku. Naknadno sam izdvojio komponente uzduzˇ jezera i
poprijeko jezera.
Slika 2.7: Vertikalni presjek Prosˇc´anskog jezera duzˇ kojeg su uzeti rezultati modela.
Lijeva strana odgovara najsjevernijoj, a desna najjuzˇnijoj tocˇki presjeka. Na gornjem
dijelu slike oznacˇene su tocˇke od 0. do 74.
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2.7 Mjereni vertikalni profili temperature
Drugi set podataka su bili mjereni podaci s Prosˇc´anskog jezera. Podaci su mjereni
svaki sat na dubinama od 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10 i 12 metara u periodu od 7.11.2008.
do 15.5.2009. Nazˇalost, nije mi bio dostupan podatak o lokaciji na kojoj su mjerenja
vrsˇena pa stoga ne znam dubinu jezera u toj tocˇki.
Proveo sam slicˇnu obradu kao i za podatke iz modela, ali ovaj put se radilo o
samo jednoj tocˇki. Tocˇke su bile ekvidistantne po dubini pa nisam morao interpolirati
podatke. Valja uocˇiti da ovi podaci ne sadrzˇe informaciju o temperaturi na povrsˇini
pa sam podatke s dubine od jednog metra tretirao kao povrsˇinske podatke.
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3 Rezultati
Cilj rada je bio dobiti periode unutarnjih stojnih valova za oba seta podataka (mjereni
i modelirani), ali zbog manjka informacija o lokaciji na kojoj su uzeti mjereni podaci
postupak nije mogao biti isti za oba seta. U ovom dijelu predstavljam podatke iz
modela.
3.1 Modelirani vertikalni profili temperature
Prvi korak mi je bio provjeriti kako izgledaju temperaturni profili. Iz teorije se zna
da se unutarnji stojni valovi javljaju u toplom dijelu godine jer je tada jezero stra-
tificirano. Odabrao sam najdublju tocˇku (14. tocˇku presjeka) i nacrtao ovisnost
temperature o dubini. Postupak sam ponovio za svaki dan u danom mjesecu, uvijek
u istom satu. Te sam profile crtao uz posmak. Apsolutni iznosi mi nisu bili bitni, nego
samo oblik profila.
Slika 3.1: Posmaknuti dnevni modelirani vertikalni temperaturni profili za
Prosˇc´ansko jezero u 14. tocˇki u 14 sati.
Sa slike 3.1 se vidi da se pred kraj ozˇujka pocˇinje stvarati termoklina te da ostaje
formirana sve do sredine listopada. Zato sam odlucˇio koristiti podatke od 1. travnja
do 1. listopada, imajuc´i na umu da u travnju i listopadu termoklina nije tako izrazˇena
kao sredinom i krajem ljeta.
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Iduc´i korak je bio izracˇunati dubinu piknokline u svakoj tocˇki presjeka za svaki
sat. To sam radio tako sˇto sam za svaki sat primijenio Krajcarovu metodu u svakoj
tocˇki. Podsjec´am, podaci su prethodno interpolirani na centimetarsku skalu. Dobi-
vene dubine su bile razlicˇite za svaku tocˇku presjeka pa sam ih usrednjio da bih dobio
srednju dubinu piknokline jezera za dani sat. Rezultat je vremenski hod piknokline
u svakom satu prikazan na slici 3.2. Na slicˇan nacˇin sam dobio i srednje gustoc´e
gornjeg i donjeg sloja prikazane na slici 3.3.
Na slici 3.2 se mozˇe uocˇiti blagi pad dubine piknokline u toplom dijelu godine.
Slika 3.3 takoder pokazuje blagi pad gustoc´a gornjeg i donjeg sloja u toplom dijelu
godine, ali donji sloj je cijelo vrijeme znatno gusˇc´i nego gornji.
Slika 3.2: Srednja dubina piknokline dobivena Krajcarovom metodom u toplom di-
jelu godine iz modeliranih vertikalnih profila temperature.
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Slika 3.3: Gustoc´e gornjeg i donjeg sloja dobivene Krajcarovom metodom u toplom
dijelu godine iz modeliranih vertikalnih profila temperature.
Da bih mogao usporedivati podatke s prijasˇnjim istrazˇivanjima bili su mi potrebni
podaci o periodu unutarnjih stojnih valova. Koristio sam dvije metode da bih dobio
te podatke – Merianovu formulu i spektar.
U pocˇetku sam u Merianovoj formuli koristio podatke koje je koristio Gavazzi
(L=2815 m, H=13.2 m). Za dubinu piknokline sam koristio ranije dobivenu srednju
dubinu piknokline. Gustoc´e slojeva iznad i ispod piknokline su takoder dobivene kao
srednje vrijednosti tih gustoc´a duzˇ cijelog presjeka u danom satu.
Slika 3.4: Period po Merianovoj formulu za topli dio godine uz Gavazzijeve podatke
o morfometriji jezera te izracˇunat iz modelirane temperature jezera.
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Iz slike 3.4 se vidi da je razumno gledati samo vrijednosti u toplom dijelu godine
jer van tog perioda formula daje nefizikalne rezultate.
Nakon daljnje obrade podataka i usporedbe s rezultatima ostalih metoda uocˇio
sam da Gavazzijeva duljina bazena mozˇda nije najprikladnija za ovaj slucˇaj. Stoga
sam ponovio isti postupak, ali uz drugu duljinu jezera. Odabrao sam presjek od 2135
metara. Ovu vrijednost sam dobio tako sˇto sam iz Gavazzijevog presjeka izbacio prva
cˇetiri segmenta i zbrojio udaljenost ostalih segmenata. Prva cˇetiri segmenta sam iz-
bacio jer je jezero u tom dijelu znatno plic´e nego u ostalima, te na tom dijelu jezero
pocˇne jako odstupati od pravokutne aproksimacije. Srednju dubinu ovog novog pre-
sjeka sam dobio tako sˇto sam izracˇunao povrsˇinu presjeka iz podataka o udaljenosti
segmenata i dubine pojedinih segmenata te konacˇno podijelio sam ukupnom dulji-
nom od 2135 metara. Nova srednja dubina jezera odgovara Gavazzijevoj i iznosi
13.2 metara.
Buduc´i da Merianova formula ovisi linearno o duljini bazena, ovaj novi postupak
je dao isti oblik ovisnosti perioda, ali s vrijednostima umanjenima za omjer umanje-
nog i originalnog presjeka u odnosu na originalne vrijednosti. U ovom slucˇaju taj
omjer iznosi 0.7584. U svim daljnjim rezultatima dobivenim Merianovom formulom
koristio sam duljinu bazena L=2135 m. Usporedba presjeka je prikazana na slici 3.5,
a usporedba perioda po Merianu je dana na slici 3.6.
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Slika 3.5: Moguc´i presjeci duzˇ Prosˇc´anskog jezera. Iscrtkana krivulja odgovara Ga-
vazzijevom presjeku od L=2815 m. Zelena linija odgovara polozˇaju modeliranog
vertikalnog presjeka. Plava krivulja odgovara presjeku od L=2135 m koji sam ja
odabrao pri primjeni Merianove formule.
Slika 3.6: Period po Merianovoj formuli za topli dio godine uz L=2815 m i L=2135
m izracˇunat iz modeliranih temperatura jezera.
Da bih iz spektra odredio period unutarnjih stojnih valova, izdvojio sam dva seg-
menta presjeka jednakih duljina. Tocˇke od 9. do 21. sam proglasio prvim (lijevim)
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segmentom, a od 55. do 67. drugim (desnim) segmentom. Segmenti se nalaze na ru-
bovima presjeka, ali dovoljno daleko od plitkih dijelova da se u njima vidi promjena
dubine piknokline u toplom dijelu godine. Odredio sam srednju vrijednost dubine
piknokline za oba segmenta. Prvi mod bi se trebao bolje vidjeti u razlici segmenata,
a drugi mod u sumi segmenata.
Uvidom u spektre sam uocˇio jak dnevni signal na velikim dubinama (preko deset
metara) sˇto se ne mozˇe objasniti dnevnim hodom temperature jer on prodire da
svega nekoliko metara dubine. Zato sam analizirao podatke o vjetru koji je koriˇsten
u modelu. Izdvojio sam komponentu vjetra duzˇ jezera te nacrtao njezin spektar.
Usporedbom spektra vjetra sa sumom i razlikom segmenata se vide neki spek-
tralni sˇiljci na istim frekvencijama na oba spektra, ali ima i nekih koji se pojavljuju
samo na spektru segmenata jezera. Spektralni sˇiljci s istim frekvencijama u spek-
tru vjetra i piknokline odgovaraju prisilnim oscilacijama i nisu zanimljivi za moj rad.
Njih sam zanemarivao u daljnjoj obradi. Ako se spektralni sˇiljci pojave samo na spek-
tru piknokline, oni odgovaraju slobodnim oscilacijama jezera i njih sam tretirao kao
unutarnje stojne valove.
Slika 3.7 prikazuje spektra vjetra za topli dio godine (1.4.-1.10.), slike 3.8 prika-
zuju lijevi i desni segment zasebno, a slike 3.9 prikazuju sumu i razlike segmenata.
Vidi se da signali s periodima od 24, 12 i 5.9 sati odgovaraju prisilnim oscilacijama, a
signali s periodima od 8.9, 3.8 i 2.1 sati slobodnim oscilacijama. Period prvog moda
unutarnjih stojnih valova iznosi 8.9 sati. Signal s periodom od 3.8 sati vjerojatno
odgovara drugom modu, a 2.1 trec´em modu, ali to ne mogu rec´i sa sigurnosˇc´u.
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Slika 3.7: Spektar gustoc´e snage vjetra nad Prosˇc´anskim jezerom od 1.4. do
1.10.2006. godine. Naznacˇeni su dnevni (24 sata) i poludnevni (12 sati) te peri-
odi te periode koji su odredeni iz spektra gustoc´e snage.
Slika 3.8: Gore: Spektar gustoc´e snage dubine piknokline usrednjene na lijevom
segmentu presjeka (9.-21. tocˇka) od 1.4. do 1.10.2006. godine. Dolje: Spektar
gustoc´e snage dubine piknokline usrednjene na desnom segmentu presjeka (55.-67.
tocˇka) od 1.4. do 1.10.2006. godine. Naznacˇeni su dnevni (24 sata) i poludnevni
(12 sati) te periodi te periode koji su odredeni iz spektra gustoc´e snage.
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Slika 3.9: Gore: Spektar gustoc´e snage sume dubina piknokline lijevog (9.-21. tocˇka)
i desnog (55.-67. tocˇka) segmenta presjeka od 1.4. do 1.10.2006. godine. Dolje:
Spektar gustoc´e snage razlika dubina piknokline lijevog (9.-21. tocˇka) i desnog (55.-
67. tocˇka) segmenta presjeka od 1.4. do 1.10.2006. godine. Naznacˇeni su dnevni
(24 sata) i poludnevni (12 sati) te periodi te periode koji su odredeni iz spektra
gustoc´e snage.
Da bih ovo dodatno provjerio, napravio sam analizu spektra dubine piknokline za
vremenske epizode u kojima su unutarnji stojni valovi bili izrazˇeni. Za odredivanje
epizoda koristio sam klizni spektar (slika 3.10 i 3.11). Tako sam imao jasan pri-
kaz relativnih iznosa snage signala za odredene frekvencije i datume kada su se oni
dogodili.
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Slika 3.10: Klizni spektar dubina piknokline dobivenih Krajcarovom metodom iz mo-
deliranih temperatura Prosˇc´anskog jezera usrednjenih duzˇ presjeka za cijelu 2006.
godinu.
Ipak, valjalo se fokusirati na topli dio godine buduc´i da se unutarnji stojni valovi
tada javljaju.
Slika 3.11: Klizni spektar dubina piknokline dobivenih Krajcarovom metodom iz mo-
deliranih temperatura Prosˇc´anskog jezera usrednjenih duzˇ presjeka od 1. travnja
2006. do 1. listopada 2006.
Epizode u kojima su se javljali unutarnji stojni valovi sam odredivao vizualno,
bez strogih kriterija. Trazˇio sam epizode od najmanje dva dana kada su bili vidljivi
izrazˇeni signali na periodima manjima od 12 sati te kada su postojali jedan ili viˇse
slabijih signala na krac´im periodima. Uspio sam izdvojiti sˇest epizoda u toplom dijelu
20
godine: 1.-4. lipnja, , 12.-15. lipnja, 18.-21. lipnja, 21.-24. srpnja, 30. kolovoza - 5.
rujna i 6.-9. rujna (slike 3.12-3.17). Imao sam satne podatke, a odabrane epizode su
kratke (tri do pet dana) pa spektri nemaju dovoljno podatka da bi bili glatki. Idealno
bi bilo da sam imao ili gusˇc´e podatke (ocˇitanja cˇesˇc´a od satnih) ili da su epizode
duzˇe trajale. Unatocˇ tome, pokusˇao sam sˇto objektivnije odrediti nekoliko izrazˇenih
modova. Sve epizode sam analizirao na isti nacˇin.
Slika 3.12: Prva epizoda na temelju modeliranih temperatura (1.-4. lipnja 2006.).
Gornja slika predstavlja klizni spektar za izdvojene dane (epizode). Srednja i donja
slika prikazuju spektar gustoc´e snage za iste podatke (dubine piknokline za izdvo-
jene dana). One se razlikuju samo po tome koje sam periode naznacˇio. Srednja slika
ima naznacˇen dnevni (24 sata) i poludnevni hod (12 sati) te periode dobivene Me-
rianovom formulom. Donja slika ima dnevni i poludnevni period te periode koji su
odredeni iz spektra gustoc´e snage.
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Slika 3.13: Isto kao slika 3.12, ali za 12.-15. lipnja 2006.
Slika 3.14: Isto kao slika 3.12, ali za 18.-21. lipnja 2006.
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Slika 3.15: Isto kao slika 3.12, ali za 21.-24. srpnja 2006.
Slika 3.16: Isto kao slika 3.12, ali za 30. kolovoza - 5. rujna 2006.
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Slika 3.17: Isto kao slika 3.12, ali za 6.-9. rujna 2006.
Konacˇno, usporedio sam teorijske periode modova dobivene Merianovom formu-
lom s periodima koje sam procijenio iz spektra. Rezultati su prikazani u tablici 3.1.
Signale s periodom oko sˇest sati sam izbacio jer oni odgovaraju prisilnim oscilaci-
jama, a ja proucˇavam samo slobodne oscilacije.
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Tablica 3.1: Periodi u satima dobiveni iz modeliranih temperatura Merianovom for-
mulom (L=2135 m, H=13.2 m) i analizom spektra modelirane dubine piknokline.





































Da bih dodatno provjerio svoje rezultate, napravio sam spektar za usrednjenu du-
binu piknokline po svim tocˇkama za cijeli topli dio godine (1. travnja - 1. listopada).
Na slici 3.18 se vide izrazˇeni spektralni sˇiljci na periodima od 8.0, 6.1, 3.7 i 2.4 sata,
sˇto potvrduje valjanost analize po epizodama. Signali s periodima od 24, 12 i 6.1 sati
odgovaraju prisilnim oscilacijama, a 8, 3.7 i 2.4 slobodnim oscilacijama.
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Slika 3.18: Spektar gustoc´e snage za modelirane podatke za period od 1. travnja do
1. listopada 2006. Iscrtkane linije oznacˇavaju signale s dnevnim, poludnevnim te
procijenjenim periodima slobodnih oscilacija Prosˇc´anskog jezera.
3.2 Mjereni vertikalni profili temperature
U drugom dijelu rada sam ponovio postupak s mjerenim vertikalnim temperaturnim
profilima s nepoznate tocˇke na Prosˇc´anskom jezeru.
Kao i kod modeliranih podataka, prvo sam nacrtao posmaknute vertikalne tempe-
raturne profile (slika 3.19). Ovdje sam imao samo jednu tocˇku pa sam morao birati
samo sat u kojem uzimam podatke.
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Slika 3.19: Posmaknuti dnevni vertikalni temperaturni profili za mjerene podatke.
Jedan od problema s ovim podacima je cˇinjenica da su mjerenja vrsˇena u hlad-
nom dijelu godine pa mi je vec´ina podataka beskorisna. Od cijelog niza podataka
uporabljivo mi je samo 45 dana podataka, od 1. travnja 2009. do 15. svibnja 2009.
Buduc´i da sam imao podatke za samo jednu tocˇku, mogao sam nacrtati graf ovis-
nosti temperature o vremenu (slika 3.20). Iz njega se takoder vidi da nekoliko dana
nakon 1. travnja temperature pocˇnu intenzivnije oscilirati u vremenu. Ovo se pok-
lapa i s analizom modeliranih vertikalnih profila temperature (slika 3.1) i s analizom
mjerenih vertikalnih profila temperature (slika 3.19).
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Slika 3.20: Vremenski niz mjerenih temperatura na razlicˇitim dubinama. Radi pre-
glednosti prikazane su temperature samo za prvu i zadnju dubinu. Ostale tempera-
ture prate slicˇan trend.
Podaci o lokaciji mjerenja nisu dostupni pa nemam informaciju od dubini jezera
u mjerenoj tocˇki. To predstavlja problem jer Krajcarova metoda drukcˇije tretira pik-
noklinu pri vrhu, na srednjoj dubini ili pri dnu jezera. Bez poznavanja dubine jezera
u mjerenoj tocˇki ne mogu sa sigurnosˇc´u niˇsta rec´i o dubini piknokline. Svejedno,
Krajcarovu metodu sam primijenio na mjerene temperature. Vremenski hod piknok-
line dobivene Krajcarovom metodom je prikazan na slici 3.21. Slika 3.22 prikazuje
gustoc´e gornjeg i donjeg sloja dobivene Krajcarovom metodom. Jasno je da jezero u
tom periodu nije josˇ stratificirano i stoga ove podatke treba tretirati s dozom opreza.
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Slika 3.21: Dubina piknokline dobivena Krajcarovom metodom u periodu od 1. trav-
nja do 15. svibnja 2009.
Slika 3.22: Gustoc´e gornjeg i donjeg sloja dobivene Krajcarovom metodom u periodu
od 1. travnja do 15. svibnja 2009.
Iz spektra dubine piknokline (slika 3.23) se mogu ocˇitati neki spektralni sˇiljci, ali
treba imati na umu ogranicˇenje podataka (jezero se tek pocˇinje stratificirati). Vide se
spektralni sˇiljci koji odgovaraju signalima s periodima od 8.55, 6.37, 4.83 i 3.51 sati.
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Slika 3.23: Spektar gustoc´e snage za mjerene podatke za topli dio godine. Iscrtkane
linije oznacˇavaju signale s dnevnim, poludnevnim te procijenjenim periodima.
Pokusˇao sam izracˇunati period po Merianovoj formuli, ali ona vrijedi samo za
stratificirano jezero. Cˇak ni podaci za topli dio godine nisu davali ocˇekivane rezultate.
Pocˇetkom travnja Merianova formula daje neocˇekivano velike periode (slika 3.24).
Slika 3.24: Period po Merianovoj formuli od 1. travnja do 15. svibnja 2009.
Stoga sam morao izbaciti prvih deset dana da bih dobio imalo smislene periode
(slika 3.25). Cˇak ni tada periodi nisu odgovarali modeliranim. Mozˇe se naslutiti
trend opadanja perioda nakon 1. svibnja, ali nazˇalost podaci zavrsˇavaju prije nego
sˇto se uspostavi puna stratifikacija jezera. Za neke vremenske termine je Merianova
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formula davala kompleksna rjesˇenja pa u njima nisam mogao nacrtati graf. To je
razlog ponekih rupa u grafu na slici 3.24 i 3.25.
Slika 3.25: Period po Merianovoj formulu od 10. travnja do 15. svibnja 2009.
Epizode sam odredivao na isti nacˇin kao i kod analize modeliranih podataka,
ali spektri nisu radeni za dubinu piknokline nego za temperature. Odabrao sam
temperaturu jer dubinu piknokline ne mozˇemo odrediti ako ne znamo dubinu jezera
u toj tocˇki.
Za pocˇetak sam napravio klizni spektar mjerenih temperatura za svaki dubinu na
kojoj su mjerenja vrsˇena (slike 3.26 i 3.27).
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Slika 3.26: Klizni spektar za mjerene temperature Prosˇc´anskog jezera na dubinama
od 1, 2, 3, 4, 5 i 6 metara za cijelu godinu.
Slika 3.27: Klizni spektar za mjerene temperature Prosˇc´anskog jezera na dubinama
od 8, 10 i 12 metara za cijelu godinu.
Kao i kod modela, fokusirao sam se samo na topli dio godine (slike 3.28 i 3.29).
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Slika 3.28: Klizni spektar za mjerene temperature Prosˇc´anskog jezera na dubinama
od 1, 2, 3, 4, 5 i 6 metara od 1. travnja do 15. svibnja 2009.
Slika 3.29: Klizni spektar za mjerene temperature Prosˇc´anskog jezera na dubinama
od 8, 10 i 12 metara od 1. travnja do 15. svibnja 2009.
Na temelju slika 3.26-3.29 uocˇio sam dvije epizode: 14.-20. travnja i 24.-30. trav-
nja 2009. godine. Slike 3.30 i 3.31 prikazuju klizne srednjake i spektre za odabrane
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epizode.
Slika 3.30: Prva epizoda odredena iz temperatura mjerenih na razlicˇitim dubinama
(14.-20. travnja 2009.). Gornja polovica slike prikazuje klizni spektar mjerenih tem-
peratura za odabrani period. Donja polovica slike prikazuje spektar mjerenih tempe-
ratura. Naznacˇeni su period dnevnog hoda (24 sata), poludnevnog hoda (12 sati) te
periodi odredeni iz spektra gustoc´e snage.
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Slika 3.31: Isto kao slika 3.30, ali za 24.-30. travnja 2009.
Ovdje, za razliku od analize modeliranih podataka, ne mogu usporediti rezultate
spektralne analize s rezultatima Merianove formule. Za mjerene podatke sam pro-
cjenjivao periode modova za svaku dubinu zasebno. Rezultati su prikazani u tablici
3.2. Izbacio sam signale s periodima oko sˇest sati jer sam kod analize modeliranih
podataka na temelju spektra vjetra to procijenio kao prisilno gibanje.
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1 2 3 4 5 6 8 10 12
1 1 8.4 - 8.0 - - 8.9 - - -
(14.-18. 4.) 2 3.9 3.9 3.8 3.9 - 3.2 - 3.1 3.1
2 1 8.0 8.9 - 7.4 7.6 - 7.4 8.5 -
(16.-20. 4.) 2 3.1 3.2 3.0 3.9 3.5 3.6 - - 3.2
Analogno analizi spektra dubine piknokline za topli dio godine, napravio sam
analizu spektra temperature za topli dio godine na razlicˇitim dubinama. Rezultati su
prikazani na slici 3.32 i u tablici 3.3. Izbacio sam signale s periodima oko sˇest sati jer
sam kod analize modeliranih podataka to procijenio kao prisilno gibanje.
Slika 3.32: Spektar gustoc´e snage temperature za svaku dubinu u periodu od 10.
travnja do 15. svibnja 2009. za svaku dubinu zasebno.
Tablica 3.3: Procijenjeni periodi u satima iz spektra temperature u periodu od 10.
travnja do 15. svibnja 2009. za svaku dubinu zasebno.
mod
dubina [m]
1 2 3 4 5 6 8 10 12
1 - - 7.8 - 3.5 4.6 - 4.2 -
Podatke iz tablice 3.3 treba tretirati uz dozu opreza. Rekao bih da samo period
od 7.8 sati odgovara prvom modu, dok ostali odgovaraju viˇsim modovima.
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3.3 Usporedba rezultata
Konacˇno, medusobno sam usporedio sve dostupne rezultate. Ovdje je tablica za prve
modove (tablica 3.4) i druge modove (tablica 3.5). Slicˇna tablica za trec´i mod se
nalaze u prilogu.




1. epizoda 8.5 -
2. epizoda 8.3 8.3
3. epizoda 7.0 7.0
4. epizoda 6.9 6.9
5. epizoda 7.0 7.0
6. epizoda 6.4 7.4
topli dio godine (segmenti) - 8.9
topli dio godine (piknoklina) - 8.0
mjerenja
1. epizoda - 8.0 - 8.9
2. epizoda - 7.4 - 8.9
topli dio godine (piknoklina) - 8.5
topli dio godine (temperatura) - 7.8




1. epizoda 4.2 4.2
2. epizoda 4.2 4.8
3. epizoda 3.5 3.8
4. epizoda 3.4 4.0
5. epizoda 3.5 4.4
6. epizoda 3.2 3.8
topli dio godine (segmenti) - 3.8
topli dio godine (piknoklina) - 3.7
mjerenja
1. epizoda - 3.1 - 3.9
2. epizoda - 3.0 - 3.9
topli dio godine (piknoklina) - 4.8
topli dio godine (temperatura) - 3.5 - 4.2
Na kraju valja usporediti rezultate s Gavazzijevima. Gavazzi je vrsˇio mjerenja
temperature na raznim dubinama na jezeru Kozjak koje ima drukcˇije dimenzije nego
Prosˇc´e (L=3130 m, H=17.3 m). On je dobio period od oko 3.5 sata i amplitudu od
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oko 6 metara. Kasnije je vrsˇio novo ispitivanje i dobio je period od oko 2 sata, a
podatak o amplitudi nije naveo.
Ako pretpostavimo istu gustoc´u gornjeg i donjeg sloja, jednostavnim ubacivanjem
Gavazzijevih podataka za duljine i dubine Kozjaka i Prosˇc´anskog jezera u Merianovu
formulu se mozˇe vidjeti da je ocˇekivani period po Merianu vec´i za Prosˇc´e nego za
Kozjak. Nazˇalost, bez detaljnih podataka ne mogu rec´i koliko vec´i.
Dakle, ocˇekivani period osnovnog moda unutarnjih stojnih valova Prosˇc´anskog




Godine 1919. Gavazzi je procijenio, na temelju mjerenja, period osnovnog moda
unutarnjih stojnih valova Kozjaka od oko 3.5 sata. Koristec´i Krajcarovu metodu,
Merianovu formulu i Welchov spektar ja sam pokusˇao odrediti periode unutarnjih
stojnih valova Prosˇc´anskog jezera.
Merianova formula primijenjena na modelirane temperature jezera mi je dala
period osnovnog moda po epizodama izmedu 6.4 i 8.5 sata, dok sam procjenom iz
spektra modelirane dubine piknokline dobio period od 6.9 do 8.3 sati po epizodama.
Spektar dubine piknokline u toplom dijelu godine u skladu je s tim rezultatima i daje
spektralne sˇiljke na periodima od 8.0 sati. Analiza po segmentima presjeka je dala
period od 8.9 sati.
Procjenom iz spektra temperature za mjerene podatke dobio sam periode osnov-
nog moda po epizodama od 7.4 do 8.9 sata. Spektar mjerene temperature za period
od 10. travnja do 15. svibnja 2009. daje periode od 7.8 sati dok spektar dubine
piknokline za isti period daje spektralne sˇiljke na 8.5 sati.
Kad se to sve sagleda kao isti skup rezultata, period osnovnog moda za Prosˇc´ansko
jezero je izmedu 6.4 i 8.9 sata. Ako uzmem u obzir sva ogranicˇenja metoda koje
sam koristio te valjanost podataka koji su mi bili dostupni, rekao bih da su dobiveni
rezultati razumni.
Kao moguc´e izvore gresˇaka naveo bih Merianovu formulu i Krajcarovu metodu.
Merianova formula pretpostavlja idealni pravokutni bazen sˇto nikako ne odgovara
Prosˇc´anskom jezeru. Vec´ sam u radu uocˇio da krac´a duljina bazena od Gavazzi-
jeve bolje odgovara aproksimaciji pravokutnog bazena. Ne sumnjam da postoji bolja
kombinacija parametara duljine i dubine bazena koja c´e bolje opisati Prosˇc´ansko je-
zero. Nadalje, prilikom opisa Krajcarove metode sam ukazao na njena ogranicˇenja.
Nemam rjesˇenje za ovaj problem osim pronalaska bolje metode za odredivanje pik-
nokline.
Vrijedilo bi provesti slicˇan postupak sa svim podacima iz modela (ne samo za
jedan presjek) te nabaviti mjerene podatke s poznate lokacije koji obuhvac´aju cijeli
topli dio godine. Takoder bi bilo korisno imati rezultate slicˇnog modela za Kozjak.
Tako bi se mogla nac´i veza izmedu Gavazzijevog rezultata i rezultata modela, a to bi
povezalo rezultate modela za Kozjak i Prosˇc´e.
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Dodatak




1. epizoda 2.8 3.4
2. epizoda 2.8 3.0
3. epizoda 2.3 -
4. epizoda 2.3 2.8
5. epizoda 2.3 3.1
6. epizoda 2.1 -
topli dio godine (piknoklina) - 2.4
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